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电液伺服阀压电双晶片力马达组件数学建模 

凌杰 1，彭洪涛 1，李蕴琪 1，张文星 2，康佳豪 2，朱玉川 1 

（1. 南京航空航天大学 机电学院，南京 210016； 

2. 中国航空工业集团公司 西安飞行自动控制研究所，西安 710065） 

摘      要：压电双晶片替代力矩马达，能够提升电液伺服阀的响应速度，简化先导级结构，提高系统的零位稳定

性和可靠性。目前压电性电液伺服阀力马达组件模型无法从物理机理层面解释不同约束条件对输出特性的影响。基

于分段建模思想与等效原理开展数学建模研究。针对压电型射流偏转板电液伺服阀先导级设计了等效力马达组件，

并开展不同约束条件下输出特性测试。结果显示：静态输出方面，当伸出长度减小 4 mm 时，前置级力马达组件位移

减小幅值最大，为 27.7 mm；动态输出方面，当伸出长度减小 4 mm 时，前置级力马达组件谐振幅值下降最多，为

1.9 dB；谐振频率增幅最大，为 15.9%。建立了包含迟滞模型、线性动力学模型及液动力模型 3 部分的数学模型，进

行了静/动态输出特性仿真。通过仿真与实验对比分析可知：静态输出特性方面，仿真迟滞为 11.6%，实验迟滞为

11.2%，两者方均根误差为 2.5 μm；动态输出特性方面，在驱动频率为 600 Hz 且不同约束条件下，仿真与实验最大

方均根误差为 5.7 μm，说明数学模型准确。研究为力马达组件结构设计与优化提供理论指导。 

关  键  词：电液伺服阀；压电双晶片；线性动力学；液动力；迟滞非线性；数学模型 

中图分类号：V241                               文献标志码：A                                       

Mathematical modeling of a piezoelectric bimorph actuated force motor 

assembly for electrohydraulic servo valve 

LING Jie1，PENG Hongtao1，LI Yunqi1，ZHANG Wenxing2，KANG Jiahao2,  

ZHU Yuchuan1 

(1. College of Mechanical and Electrical Engineering, Nanjing University of Aeronautics and Astro-

nautics, Nanjing Jiangsu 210016, China 

2. Xi’an Flight Automatic Control Research Institute, Aviation Industry Corporation of China, Limited, 

Xi’an Shaanxi 710065, China) 

Abstract: Replacing the torque motor with a piezoelectric bimorph improves electrohydraulic servo valve 

response, simplifies the pilot stage, and enhances stability. Yet existing actuator models fail to explain con-

straint effects on output. This paper develops a mathematical model using piecewise and equivalent principles. 

An equivalent actuator was designed for the jet-deflector stage, and tests under different constraints were 

conducted. Results show that a 4 mm reduction in extension led to the largest static displacement decrease of 

27.7 μm, the maximum dynamic resonance amplitude drop of 1.9 dB, and resonance frequency increase of 

15.9%. A model including hysteresis, linear dynamics, and hydrodynamics was then built, with static/dy-

namic simulations validated against experiments. In static output, simulated hysteresis was 11.6% vs. exper-

imental 11.2% (RMS error 2.5 μm); in dynamic output at 600 Hz, the maximum RMS error was 5.7 μm, 

confirming accuracy. This study offers theoretical guidance for actuator design and optimization. 

Key words: electrohydraulic servo valve; piezoelectric bimorph; linear dynamics; hydrodynamics; hysteresis non-

linearity; mathematical model 
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电液伺服阀是电液伺服控制系统的重要组成
[1]，具备抗负载刚度大、输出功率高、响应速度

快和控制精度高的特点[2]，在航空航天等伺服控

制领域得到了广泛的应用[3]。然而，传统电液伺

服阀在实际应用中仍面临可靠性和高频响应方面

的技术瓶颈[4]。作为前置级核心驱动组件的力矩

马达，因其结构复杂、易受电磁干扰且响应速度

受限[5]，常出现零偏、啸叫及动态响应不足等问

题[6]，这不仅影响了伺服阀的长期可靠性，也限

制了其在高频需求场合中的应用[7]。近年来，随

着智能材料技术的快速发展，压电双晶片执行器

以其响应速度快[8]、结构紧凑及抗电磁干扰等优

势[9]，逐渐成为替代传统驱动技术的重要方向[10]。

压电双晶片与反馈杆装配形成力马达组件，凭借

抗电磁干扰、结构紧凑的优势，能简化先导级结

构[11]，从而改善系统的零位稳定性和长期可靠性
[12]；凭借快速响应的优势，能够提升电液伺服阀

的动态性能[13]。压电材料在航空航天等对重量、

体积和可靠性要求高的领域展现出可观的应用潜

力[14]。为了阐明力马达组件工作原理，描述不同

设计参数与约束条件对组件输出性能指标之间的

关系，需对组件开展数学建模工作。 

压电双晶片的建模主要采用Hammerstein结

构，把模型近似成非线性环节和动态线性环节的

级联[15]。目前的研究主要集中在非线性迟滞建模

上。迟滞非线性模型分为唯象模型和唯物模型两

类[16]。唯象模型通过拟合滞环曲线形状建模，使

用广泛，但参数无物理意义无法指导设计[17]。唯

物模型基于迟滞非线性的内在产生机理构建物理

解析模型，其参数具有实际物理含义，主要包括

Jiles-Atherton（J-A）模型[18]。唯物模型提供了深

入的物理机制解释，因而可用于指导物理构型设

计与参数优化。针对压电材料非线性和输入输出

依赖记忆特性影响定位精度的问题，Lei等人[19]

将J-A模型转化为神经网络结构，与非线性自回

归外生输入神经网络相结合，首次提出了基于J-

A模型的混合神经网络模型。针对压电材料非线

性的机电耦合问题，Radu等人[20]使用J-A模型进

行切换，结合有限元分析，模拟压电材料极化场

和应变场滞后响应的孔隙率，以确定局部电和机

械响应系数以及有效介电和压电常数。Maryam

等人[21]分析了磁性材料的物理参数变化对磁滞曲

线的影响，并通过有限元法和COMSOL软件模拟

磁滞回线、磁通密度与磁场分量的关系。针对J-

A模型数值积分和常微分方程的求解困难的问题，

Varun等[22]用随机优化技术探索J-A模型参数的设

计空间为优化算法提供了更窄的参数范围，从而

减少了识别最佳参数所需的时间。当前针对压电

双晶片的建模研究主要聚焦于其迟滞非线性特性，

线性动力学部分通常采用传递函数辨识方法进行

描述。然而，在电液伺服阀前置级应用中，需要

综合考虑执行器与反馈杆之间的耦合作用，对组

件整体进行数学建模。 

压电型射流偏转板电液伺服阀这一构型最早

由巴斯大学Dhinesh等[23-24]提出。针对力马达组

件的建模，其研究团队基于Hammerstein结构，

采用Bouc-Wen模型和质量刚度阻尼模型分别描述

迟滞非线性和线性动力学部分。但模型没有考虑

液动力的影响，且模型的相关参数基本以黑箱辨

识为主，没有进行物理解析建模，对其数学建模

的难度在于需考虑不同约束条件。 

综上所述，目前建模存在以下难点：①执行

器与反馈杆装配形成组件，建模需考虑执行器-

反馈杆之间的耦合作用；②组件工作在油液环境

下，建模需考虑受液动力的影响；③建模需考虑

不同约束条件对静/动态输出特性的影响。 

本文面向航空电液伺服阀应用，针对力马达

组件，提出不同约束条件下的压电双晶片执行器

-反馈杆组件数学建模方法，采用分段建模思想

与等效原理。在分析约束条件类型及其对组件动

态特性影响规律基础上，分别对执行器、连接件

与反馈杆进行建模，提出参数辨识方法，针对变

反馈杆质量、长度与夹持位置、油液环境的不同

约束条件，进行对比实验分析，验证模型有效性

与准确性。为电液伺服阀前置级精确数学建模提

供一种新方法。 

1  压电双晶片力马达组件约束分析 

1.1 等效力马达组件样机设计 

巴斯大学 Dhinesh 等人[23]提出的压电型射流

偏转板电液伺服阀的结构如图 1 所示，可分为先 



第 XX 期                                                  凌杰等：电液伺服阀压电双晶片力马达组件数学建模 

20250241-3 

 

滑阀阀芯

LVDT位移传感器

压电双晶片

偏转板

 

图 1 压电型射流偏转板电液伺服阀[23] 

Fig.1 Piezoelectric Jet Deflection Plate 

Electrohydraulic Servo Valve[23] 

31 mm

压电双晶片

偏转板

反馈杆

 

图 2  压电型射流偏转板电液伺服阀力马达组件 

Fig.2 Piezoelectric Jet Deflection Plate Electrohydraulic 

Servo Valve Force Motor Assembly 

导级和功率级。其中作为先导级的力马达组件可

分为压电双晶片和偏转板-反馈杆两个部件，如

图 2 所示。偏转板和反馈杆采用一体化设计，整

阀工作中，其末端小球卡在滑阀阀芯限位槽内，

通过球面与槽内壁面接触传递反馈力。如图 3 所

示为压电双晶片执行器的结构及其工作原理示意

图。该压电双晶片执行器通过多层并联烧结工艺

制备，以确保其多层结构能够协同工作。在图中，

为了使结构和原理更容易理解，执行器的多层结

构被简化为四层。每层压电陶瓷的极化方向与电

场方向需要保持一致，为此，相邻的压电陶瓷层

具有相反的极化排列方式，确保所有层在工作时

能够产生统一的电场效应。该执行器设计有三个

不同的驱动端口，分别对应两端固定的电压（-

100 V 和 100 V）以及一个可在-100 V 至 100 V 之

间变化的控制电压。具体而言，当控制电压在-

100 V 至 0 V 范围内时，右侧压电陶瓷层的电场

强度显著大于左侧压电层，导致右侧的伸长量大

于左侧，使整个压电双晶片执行器向左弯曲，如

图 3(a)所示。同理，当控制电压处于 0 V 至 100 V

范围时，左侧压电陶瓷层的电场强度超过右侧，

左侧的伸长量因此大于右侧，从而使得压电双晶 

控制电压

0~100 V

固定电压
100 V

固定电压
-100 V

PP P P

ee E E

控制电压
-100~0 V

固定电压
100 V

固定电压
-100 V

PP P P

EE e e

E强电场

方向
弱电场

方向
e

 
(a) 向左弯曲 (b) 向右弯曲 

图 3 压电双晶片执行器结构与工作原理 

Fig.3 Configuration and Operating Principle of Piezoe-

lectric Bimorph Actuators 
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反馈杆
（机加工）

螺纹连接
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（a）压电双晶片组件 

结构原理图 

（b）压电双晶片组件 

结构实拍图 

图 4  力马达组件构型 

Fig.4 Piezoelectric Bimorph-Feedback Rod 

Assembly Configuration 

片执行器向右弯曲，如图 3(b)所示。驱动信号作

用下压电双晶片带动偏转板-反馈杆偏转，使得

进入射流盘左右接收腔的油液流量变化，因此滑

阀阀芯左右端产生压力差。阀芯移动进一步带动

反馈杆末端运动，产生一个使压电双晶片回到中

位的反馈力。当压电双晶片产生的驱动力与偏转

板-反馈杆所受液流力和反馈力平衡时，组件保

持稳定，滑阀产生固定开口，整阀可稳定输出。 

为便于研究不同约束条件下力马达组件的输

出特性，设计了如图4所示的等效力马达组件样

机。该组件由压电双晶片、压片、连接杆、连接

件、螺栓和反馈杆七个关键部件组成，各部件经

过优化设计以确保在工作环境中实现稳定的性能

输出，并承受力学与电气应力。结合两级电液伺
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服阀先导级执行器对输出力和位移的要求，选用 

实时仿真机

计算机

7:0
0

激光位移
传感器

油液盒

夹具
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反馈杆组件

功率放大器

限位
夹具

+100V恒压

-100V恒压
控制电压

 

（a）力马达组件控制策略验证试验平台 

执行器组件
装配盒

功率放
大器

计算机
实时仿真机

激光位移
传感器

 
油液盒

限位夹具夹具

执行器
组件

 

（b）力马达组件控制策略验证试验平

台实拍图 

（c）执行器组件

装配盒实拍图 

图 5  力马达组件控制策略验证试验平台 

Fig.5 Experimental Platform for Validating the Control Strat-

egy of Piezoelectric Bimorph-Feedback Rod Assembly 

哈尔滨芯明天科技有限公司生产的NAC2222型号

压电双晶片作为执行器元件。连接件通过夹持方

式固定在压电双晶片上，以保持精确定位并高效

传递驱动力。为减小连接位置应力集中导致的破

坏，连接件采用树脂材料制成，缓解了接触应力，

提高了安装和拆卸的便捷性。在连接部分，通过

标准件螺栓与连接杆的螺纹连接确保了稳定性，

避免高频工作时的松动或振动问题。通过增加压

片进一步增强了夹持力，并可通过改变压片数量

调节组件质量。 

1.2 实验系统 

电液伺服阀前置级用力马达组件输出特性测

试平台如图5所示。平台由上位机、实时仿真机

（灵思创奇Box-03）、功率放大器（芯明天E01. 

A3）、激光位移传感器（苏州创视TS-P30W）、

压电双晶片（NAC2222）-反馈杆组件、油液盒、

夹具等组成。油液盒内可填充油液，压电双晶片

执行器的一端通过夹具固定在油液盒中，反馈杆

的一端则通过限位夹具固定在油液盒内。该平台

用于测试压电双晶片执行器在多工况下的输出特

性，具体的试验信号流为：首先，上位机的控制

算法利用SIMULINK进行编译，并通过实时仿真

系统下载至仿真机，以实现实时运行和控制任务

的执行。实时仿真机根据接收到的信号生成电压 

压电双晶片

六角螺母

夹具

变油液环境改变
组件阻尼环境

连接件

压片

反馈杆

压电双晶片

变夹持位置
改变伸出长度

六角螺母

夹具 连接件

压片

反馈杆

油液  

（a）变油液环境 （b）变夹持位置 

压电双晶片

变压片数量改变
反馈杆质量

六角螺母

夹具 连接件

压片

反馈杆

压电双晶片

六角螺母

夹具连接件

压片
不同长度
反馈杆

变反馈杆
长度

 

（c）变反馈杆质量 （d）变反馈杆长度 

图 6  不同约束条件示意图 

Fig.6 Schematic Diagram of Different Boundary Conditions 

驱动信号，并传输至功率放大器。功率放大器将

输出的电压信号与恒压电源提供的两个稳压电压

同时驱动压电双晶片执行器，产生相应的弯曲变

形。激光位移传感器则将激光束照射到反馈杆的

测点，测量其位移，并将相应的模拟电压信号输

出至实时仿真机。实时仿真机接收该位移信号后，

将其传输至计算机进行显示与记录，完成力马达

组件输出特性测试。 

1.3 不同约束条件下实验结果 

组件在实际工作中会受到不同约束条件的影

响，从而改变其输出特性。主要设计4种不同的

约束条件，分别是变油液环境、变夹持位置、变

反馈杆质量、变反馈杆长度。工作状态示意图如

图6所示。不同约束条件下测试结果如表1所示。 

静态输出特性方面：阻尼环境、反馈杆数量

以及反馈杆长度对组件的静态输出位移没有显著

影响。从理论上讲，反馈杆的长度会改变组件刚

度，从而影响静态输出位移。然而，由于反馈杆

刚度仅为压电双晶片刚度的十四分之一，因此可

忽略反馈杆长度变化对静态输出特性的影响。另

一方面，伸出长度对组件的静态输出位移有显著

影响，因为伸出长度会改变压电双晶片的刚度。

随着伸出长度从 18 mm 减少到 14 mm，静态输出

位移从 81.4 mm 减小至 53.7 mm，减小了 34%。

动态输出特性方面：阻尼环境的影响主要体现在

油液的密度和油液的粘度。油液密度和粘度的增

加会导致组件的质量和阻尼增加，使组件的谐振 
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表1  不同约束条件下力马达组件输出特性实验结果 

Table 1  Test Results of the Output Characteristics of the Force Motor Assembly Under Different Constraint Conditions 

阻尼 

环境 

伸出长度 

/mm 

压片数量 

/个 

反馈杆长度

/mm 

位移幅值 

/μm 

谐振幅值 

/dB 

谐振频率 

/Hz  

非浸油 

18 2 24 

81.4 15.1 685 

液压油 81.7 14.1 647 

硅酮油 81.5 13.4 641 

非浸油 

18 

2 24 

81.4 15.1 685 

16 72.8 14.3 717 

14 53.7 13.2 794 

非浸油 18 

2 

24 

81.4 15.1 685 

4 81.4 15.8 674 

6 81.9 16.4 662 

非浸油 18 2 

20 81.3 15.4 687 

24 81.4 15.1 685 

26 81.7 15.1 684 

 

幅值减小和谐振频率增加。这一结论与的液动力

模型相互验证。当阻尼环境从非浸油变化至液压

油时，组件的谐振幅值从 15.1 dB 减小至 14.1 dB，

下降了 1 dB，谐振频率从 685 Hz 减小至 647 Hz，

减小了 5.5%；阻尼环境从非浸油变化至硅酮油时，

组件的谐振幅值从 14.1 dB 减小至 13.4 dB，下降

了 0.7 dB，谐振频率从 647Hz 减小至 641 Hz，减

小了 0.9%。伸出长度的减小会导致压电双晶片的

质量减小、刚度增加，从而使得组件的谐振幅值

减小，而谐振频率增大。伸出长度从 18 mm 减少

至 14 mm 时，谐振幅值从 15.1 dB 降低至 13.2 dB，

下降了 1.9 dB；谐振频率从 685 Hz 增加至 794 Hz，

增加了 15.9%。增加压片数量会导致组件质量的

增加，使谐振幅值增大、谐振频率减小。压电片

数量从 2 片增加至 4 片时，谐振幅值从 15.1 dB 增

大至 16.4 dB，增加了 1.3 dB；而谐振频率从 685 

Hz 减小至 662 Hz，下降了 3.4%。反馈杆长度增

加会使组件质量增加和刚度减小。但由于反馈杆

的刚度和质量变化相对于组件整体较小，因此试

验中未见谐振幅值或谐振频率变化。 

2 力马达组件数学建模 

2.1 建模思路与整体框架 

如图 7 所示，组件的建模整体框架可分为三

个主要部分：迟滞模型、等效线性动力学模型和

液动力模型，旨在描述输入电压与反馈杆测点位

移之间的数学关系。首先，压电双晶片本身的迟

滞非线性采用唯物模型中的 J-A 迟滞模型描述。

其次，等效线性动力学模型用于描述压电双晶片、

连接件及反馈杆三个部件之间的耦合线性动力学

特性。由于各部件同时受到力与力矩的作用，每

个部件的运动行为被分解为平动和转动两个独立

的线性动力学方程。部件之间的相互耦合通过力

和力矩的相互作用进行建模。进一步地，考虑到

悬臂梁在受到力与力矩作用时，其振型将发生变

化，导致基于振型函数的平方加权积分所得到的

等效质量随工况变化而发生变化。因此，需要基

于等效质量求解函数实时更新压电双晶片与反馈

杆之间的等效质量。最后，液动力模型描述了组

件在油液环境下运动时所受的液动力,其函数被简

化为多项式形式。 

2.2 迟滞模型 

J-A 模型最初用于描述磁性材料的磁滞效应，

但也适用于压电材料筹壁现象造成的迟滞效应[18]。

压电材料在施加电场时表现出电致应变效应，其

输入电场与输出应变之间的非线性和迟滞关系可

以通过 J-A 模型的物理机制进行描述和分析。基

于钉扎效应引起的能量变化建立的 J-A 迟滞模型

将总极化强度𝑃分为可逆极化𝑃rev和不可逆极化

𝑃irr两个部分[18]： 

 rev irrP P P   (1) 
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图 7  建模整体框架图 

Fig.7 The overall framework diagram of the model

式中，𝑃rev为可逆磁化分量，由弹性方式的畴壁

引起；𝑃irr为不可逆磁化分量，由结构的不连续

性而形成的畴壁引起。 

为计算压电材料理想极化过程中的极化强度

和外部电场强度的关系，引入无迟滞极化强度𝑃an。

在计算畴壁形变产生的能量损耗时，通常忽略

(𝑃an − 𝑃)高阶项，𝑃rev、𝑃irr、𝑃an可表示为[18]： 

  rev an irrP c P P   (2) 

式中，𝑐 ∈ [0,1]，是可逆极化率，描述可逆极化

率在总极化的占比比例。 

采用玻尔兹曼统计来指定偶极子占据某些能

态的概率。假设材料是各向同性的，那么热能量

和静电能量的平衡就产生了 Langevin 方程来描述

无迟滞的极化强度： 

 e
an s

e

coth
E a

P P
a E

  
   

   
 (3) 

式中，𝐸e是作用于压电材料的有效电场，𝑎是畴

壁密度，𝑃s是饱和极化强度。 

 压电从初始无极化状态被极化为饱和状态，

根本原因在内部的电偶极子有转动到相互平行的

趋势，这种内部的电场被称为内部电场𝐸m。在内

部电场与外部电场的共同作用下，压电材料逐步

发生极化，假设外电场𝐸的方向与极化强度𝑃一致，

压电材料发生极化的有效电场强度𝐸e为
[18]： 

 e m anE E E E P     (4) 

式中，𝛼是畴间耦合参数，𝐸m是内部电场强度，

𝐸是外部电场强度。 

J-A 模型将极化强度描述为可逆分量𝑃rev与不

可逆分量𝑃irr，由两个微分方程构成： 

 

   

an irrirr

an irr

rev an irr

an an

d

d

d

d d d

1, d 0 d 0

1,

P PP

E k P P

P P P
c

E E E

E P P E P P

 

















 

 
  

 

    
 
  他

且 或 且

其

(5) 

式中，𝑘是钉扎损耗参数，𝛿是符号函数，当外磁

场𝐸增大时，𝛿 = 1，当外磁𝐸减小时，𝛿 = −1。

该模型共存在五个待定的参数：𝑐，𝑎，𝛼，𝑘和𝑃s。

确定这五个参数，并求解上述的微分方程即可获

得压电材料的迟滞曲线。 

2.3 线性动力学模型 

力马达组件动力学方程如下，同时考虑了力

和弯矩的作用： 
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 (6) 

式中，𝑚11是压电双晶片等效质量，𝑗12是压电双

晶片等效转动惯量，𝑚21是连接件等效质量，𝑗22

是连接件等效转动惯量，𝑚31是反馈杆等效质量，

𝑗32是反馈杆等效转动惯量，𝑐11是压电双晶片平

动阻尼系数，𝑐12是压电双晶片转动阻尼系数，

𝑐21是连接件平动阻尼系数，𝑐22是连接件转动阻

尼系数，𝑐31是反馈杆平动阻尼系数，𝑐32是反馈

杆转动阻尼系数，𝑘11是压电双晶片等效刚度，

𝑘21是连接件等效刚度，𝑘31是连接件等效刚度，
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𝐼12是压电双晶片转动刚度，𝐼22是连接件转动刚

度，𝐼32是反馈杆转动刚度，𝑥11是压电双晶片末

端位移，𝛳12是压电双晶片末端转角，𝑥21是连接

件重心位移，𝛳22是连接件转角，𝑥31是反馈杆末

端位移，𝛳32是反馈杆末端转角，  是液动力，

𝐹21是连接件对压电双晶片的相互作用力，𝐹12是

压电双晶片对连接件的相互作用力，以此类推，

𝑀21是连接件对压电双晶片相互作用弯矩，𝑀12是

压电双晶片对连接件的相互作用弯矩，以此类推。 

2.4 液动力模型 

液体作用在梁上的力可以视为一种施加在刚

体上的液动力载荷，这种载荷由两部分组成：附

加质量和附加阻尼。附加质量与梁的振动加速度

成正比，而附加阻尼则与梁的振动速度相关。具

体来说，附加质量反映了液体对梁的惯性作用，

影响梁在振动时的加速度响应；而附加阻尼则表

示液体与梁之间的能量耗散，主要与梁的振动速

度密切相关，对梁的阻尼特性起着重要作用。这

两部分的共同作用决定了液体对梁振动的综合影

响。这些关系直接遵循波动理论，并已被加州大

学伯克利分校流体力学实验室的测量结果所证实。

根据 Morison[25]的研究，液动力荷载可以写为： 

 

2
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m b 2

d b

( , )
( , )

4
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w x t
x t c W
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c W

t t


 




 



 

 

 (7) 

式中，𝜌为油液的密度，𝑤为梁的横向位移，𝑊b

是梁浸没部分与液体流动速度法向平面的面积，

𝑐d和𝑐m分别为惯性系数和阻尼系数。可以通过特

征振动频率来求解这两个系数。特征振动频率的

表达式为： 

 
2

b( , )
2

W
x Ω


   


   (8) 

式中，𝜇是液体的动力粘度。为了推导𝑐d和𝑐m的

表达式，首先需要对液动力荷载进行傅里叶变换。 

 
2 2

b( , ) Θ( ( , )) ( , )ˆ ˆ
4

Γ x W x w x


       (9) 

式中，三角上标表示经过傅里叶变换后的频域变

量。Θ( ( , )x  表示正交化的液动力荷载，是特

征振动频率的无量纲化函数。根据 Morison[25]的

研究对于本文中具有矩形截面的刚性薄梁，精确

表达式可以写为： 

 
1/2 1/2Θ( ( , )) 1.02 2.45 12.49x        (10) 

在一个流动周期中非线性阻尼项可以根据以

下条件化简： 

 
8

| cos( ) | cos( ) cos( )
3π

t t t    (11) 

因此惯性系数和阻力系数近似表达为： 

 

m

d

2.45
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c
Ω

c
Ω

 


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 (12) 

    由上式可知，液动力载荷可以是一个与液体

密度，液体动力粘度，液体速度，液体加速度相

关的项。这里将液动力函数简化为下式： 

 

1/2 1/2 1/2 2

( , , , ) 1 2 3 4

1/2 1/2

5 6 7 8

( ) +

( )( )

w w A w

Aw w

        

     

   

 

&&&
&&

& &
(13) 

将其余参数通过关于密度与粘度的多项式拟

合，再乘以加速度和速度的平方得到液动力载荷

的函数表达式。式中，𝐴是压电双晶片浸入油液

部分的面积，𝜅是辨识的液动力相关参数。 

3 参数辨识方法 

3.1  等效动力学模型参数辨识 

等效动力学模型中，质量和刚度参数通过解

析计算得到，阻尼参数通过最小二乘法辨识得到。

假设：①梁的横截面在弯曲过程中保持平面且垂

直于梁的中性轴；②梁的材料是均匀且各向同性

的；③变形较小，故可以使用线性弹性理论；④

梁的轴向变形可以忽略。在弹性梁理论中，悬臂

梁的挠度𝑤(𝑥, 𝑡)与施加在梁上的外力有关。悬臂

梁动力学控制方程为： 

 
2 2 2

2 2 2

( , ) ( , )
0

w x t w x t
EI A

x x t


   
      

 (14) 

梁的主振动可以假设为𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝜑𝑛(𝑥)𝑞(𝑡)，

式中，𝜑𝑛(x)是悬臂梁的第 n 阶振型，𝑞(𝑡) =

𝑎sin⁡(𝜔𝑡 + 𝛳)是悬臂梁广义坐标的振动。采用分

离变量法带入空间控制方程可得振型的通解： 

 
1 2

3 4

( ) cos sin

cosh sinh

n x c x c x

c x c x

  

 

  


 (15) 

此时代入边界条件即可求出压电双晶片的振
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型方程。但是由于悬臂梁收到的边界载荷条件会

随时间发生变化。这里以悬臂梁不受外部载荷为

例，求解其自由振动时的振型。考虑悬臂梁的边

界条件：固定端：挠度和截面转角为 0：𝜑𝑛(0) =

0，𝜑𝑛
′(𝑥) = 0；自由端：弯矩和剪力为 0：

𝜑𝑛
′′(𝑙1) = 0，𝜑𝑛

′′′(𝑙1) = 0 。 得 ： 𝑐1 =

−𝑐3，𝑐2 = −𝑐4。由此可得前三阶模态函数： 

 
 

( ) cos cosh

sin sinh

n i i

i i i

x x x

x x

  

  

  


 (16) 

式 中 ， 𝜉𝑖 =
−𝑐𝑜𝑠𝛽𝑖𝑙1+𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝑖𝑙1

𝑠𝑖𝑛𝛽𝑖𝑙1+𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑖𝑙1
， (𝛽1𝑙1 = 1.875，

𝛽2𝑙1 = 4.694，𝛽3𝑙1 = 7.855)。 

由于悬臂梁收到的边界载荷条件会随时间发

生变化，因此在仿真时需要通过 Matlab fsolve 函

数，实时求解其振型函数的解析解。相关代码已

在附录中给出。为了验证代码的正确性，振型求

解函数中的边界条件设置为自由振动，将其与解

析解对比，结果如图 8 所示。有计算结果可知，

解析结果与有限元结果误差为 0.027%，说明数值

解正确有效。等效质量𝑚e的计算是基于振型函

数的平方加权积分来获得的，其公式为： 

解析结果

有限元结果

悬臂梁位置/mm

挠
度

 

图 8  振型函数求解结果 

Fig.8 Mode shape function solution results 

 
 

2

0
e 2

max

S ( )
L

x dx
m

x

 





 (17) 

式中，𝜌是材料密度，𝑆是悬臂梁横截面积，𝐿是

悬臂梁长度。根据胡克悬臂梁挠曲方程可计算等

效刚度𝑘e： 

 e 3

3EI
k

L
  (18) 

式中，𝐸是材料杨氏模量，𝐼是悬臂梁截面惯性矩。

动力学参数如表 2 所示。其中等效质量𝑚11和𝑚31

在仿真时通过等效质量求解函数实时计算，表中

给出的是初始值，即悬臂梁不受力和力矩时的等

效质量。模型准确性的验证在 3.3 节开展。 

表2  等效动力学参数 

Table 2  Equivalent Dynamic Parameters 

参数 值 辨识方法 

𝑚11/kg 3.42×10-4 等效质量求解函数 

𝑗12/kg·m3 1.4×10-8 解析建模计算 

𝑐11 0.178 最小二乘法辨识 

𝑐12 0.244 最小二乘法辨识 

𝑘11/N/m 4.41×104 解析建模计算 

𝐼12/Nm/rad 2.91×103 解析建模计算 

𝑚21/kg 1.7×10-3 解析建模计算 

𝑗22/kg·m3 8.3×10-8 解析建模计算 

𝑐21 0.173 最小二乘法辨识 

𝑐22 0.122 最小二乘法辨识 

𝑚31/kg 4.71×10-5 等效质量求解函数 

𝑗32/kg·m3 4.97×10-9 解析建模计算 

𝑐31 0.166 最小二乘法辨识 

𝑐32 0.143 最小二乘法辨识 

𝑘31/ N/m 3.62×103 解析建模计算 

𝐼32/kg·m3 5.7×10-9 解析建模计算 

𝑑𝑒 0.0162 最小二乘法辨识 

3.2  液动力模型参数辨识 

 基于数学模型在 MATLAB/Simulink 中搭建

仿真模型，并采用最小二乘法辨识其五个参数，

辨识参数的结果如表 2 所示。 

3.3  迟滞模型参数辨识 

时间/s

位
移

/μ
m

 

（a）Jiles-Atherton 模型辨识结果 

电压/V

位
移

/μ
m

 

（b）Jiles-Atherton 模型滞环辨识结果 

图 9  迟滞模型辨识结果 

Fig.9 Hysteresis model identification results 
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J-A 迟滞非线性模型的参数通过与 1 Hz、100 

V 谐波实验结果对比确定。基于 J-A 模型微分方

程，在MATLAB/Simulink中搭建了仿真模型，并

采用最小二乘法辨识其五个参数。实验结果与仿

真结果的对比如图 9 所示，辨识参数的结果如表

3所示。实验结果的迟滞为11.2%，仿真结果的迟

滞为 11.6%。仿真辨识结果与实验结果的方均根

误差为 2.5 μm，表明所构建的迟滞模型能够准确

描述系统的非线性迟滞特性。 

表3  液动力模型和迟滞模型参数 

Table 3  Hydrodynamic Model Parameters and Hystere-

sis Model Parameters 

参数 值 参数 值 

𝜅1 0.0238 𝜅2 0.0630 

𝜅3 0.0014 𝜅4 0.0019 

𝜅5 0.1493 𝜅6 0.0748 

𝜅7 0.0108 𝜅8 0.0092 

𝛼/m/F 7.364e9 𝑎/V/m 6.13× 107 

𝑐 0.839 𝑘/V/m 6.48× 107 

𝑃s/C/m2 0.0192   

4 实验验证 

4.1  变反馈杆质量 
非浸油 液压油 硅酮油 实验 仿真 误差

时间/s

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s  

（a）变反馈杆质量 600 

Hz 谐波测试 

（b）2 片压片 600 Hz 实

验与仿真对比 

位
移

/μ
m

时间/s

位
移

/μ
m

时间/s  

（c）4 片压片 600 Hz 实

验与仿真对比 

（d）6 片压片 600 Hz 实

验与仿真对比 

图 10  变反馈杆质量仿真与实验对比结果 

Fig.10 Simulation and Experimental Comparison Results un-

der Variable Feedback Rod Mass 

变反馈杆质量组件输出测试结果如图 10（a）

所示，输出幅值最大相差 18 μm，相位最大相差

34°，说明反馈杆质量对输出特性的影响。变反

馈杆质量实验与仿真对比结果如图 10（b）-（d）

所示。压片数量为 2 时，仿真与实验的方均根误

差为 2.4 μm；压片数量为 4 时，仿真与实验的方

均根误差为 3.2 μm；压片数量为 6 时，仿真与实

验的方均根误差为 5.7 μm。 

4.2 变反馈杆长度 
非浸油 液压油 硅酮油 实验 仿真 误差

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s时间/s  

（a）变反馈杆长度 600 

Hz 谐波测试 

（b）20 mm 反馈杆 600 

Hz 实验与仿真对比 

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s 时间/s  

（c）24 mm 反馈杆 600 

Hz 实验与仿真对比 

（d）28 mm 反馈杆 600 

Hz 实验与仿真对比 

图 11  变反馈杆长度仿真与实验对比结果 

Fig.11 Simulation and Experimental Comparison Results un-

der Variable Feedback Rod Length 

变反馈杆长度组件输出测试结果如图 11（a）

所示，输出幅值最大相差 3.4 μm，相位最大相差

10°。由于改变反馈杆长度导致的刚度和质量变

化相对组件整体小，因此输出特性变化小。变反

馈杆质量实验与仿真对比结果如图 11（b）-（d）

所示。反馈杆长度为 20 mm 时，，仿真与实验的

方均根误差为 2.1 μm；反馈杆长度为 24 mm 时，

仿真与实验的方均根误差为 2.4 μm；反馈杆长度

为 28 mm 时，仿真与实验的方均根误差为 2.5 μm。 

4.3 变夹持位置 
非浸油 液压油 硅酮油 实验 仿真 误差

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s 时间/s  

（a）变夹持位置 600 Hz

谐波测试 

（b）伸出 18 mm600 Hz

实验与仿真对比 

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s时间/s  

（c）伸出 16 mm 600 Hz

实验与仿真对比 

（d）伸出 14 mm 600 Hz

实验与仿真对比 

图 12  变夹持位置仿真与实验对比结果 

Fig.12 Simulation and Experimental Comparison Results un-

der Variable Clamping Positions 

变夹持位置输出测试结果如图 12（a）所示，
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输出幅值最大相差 20 μm，相位最大相差 26°，

说明夹持位置对输出特性的影响。变夹持位置实

验与仿真对比结果如图 12（b）-（d）所示。伸

出长度为 18 mm 时，仿真与实验的方均根误差为

2.4 μm；伸出长度为 16 mm 时，仿真与实验的方

均根误差为 1.7 μm；伸出长度为 14 mm 时，仿真

与实验的方均根误差为 0.6 μm。 

4.4 变油液环境 
非浸油 液压油 硅酮油 实验 仿真 误差

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s 时间/s  

（a）变油液环境 600 Hz

谐波测试 

（b）非浸油 600 Hz 实验

与仿真对比 

位
移

/μ
m

位
移

/μ
m

时间/s时间/s  

（c）液压油 600 Hz 实验

与仿真对比 

（d）硅酮油 600 Hz 实验

与仿真对比 

图 13  变油液环境仿真与实验对比结果 

Fig.13 Simulation and Experimental Comparison Results un-

der Variable Oil Environments 

变油液环境输出测试结果如图 13（a）所示，

输出幅值最大相差 19 μm，相位最大相差 23°，

说明油液环境对输出特性的影响。变反馈杆质量

实验与仿真对比结果如图 13（b）-（d）所示。

在非浸油环境下，仿真与实验的方均根误差为

2.4 μm；在液压油环境下，仿真与实验的方均根

误差为 5.3 μm；在硅酮油环境下，仿真与实验的

方均根误差为 3.9 μm。 

5 结 论 

针对压电型射流偏转板电液伺服阀先导级设

计了等效力马达组件，开展了输出特性测试实验，

建立了数学模型，主要结论如下： 

1）对组件进行了不同约束条件下输出特性

研究。实验结果显示，当伸出长度减小 4 mm 时

静态输出方面，位移最大减小 27.7 mm；动态输

出方面，谐振幅值最大减小 1.9 dB，谐振频率最

大增大 15.9%，测试结果于数学模型结论一致。 

2）针对不同约束条件下的力马达组件，建

立了包含迟滞非线性、等效线性动力学及液动力

三部分的数学模型。 

3）对数学模型进行了静动态特性仿真与实

验对比研究。静态输出特性方面，仿真迟滞为

11.6%，实验迟滞为 11.2%，仿真与实验的方均根

误差为 2.5 μm；动态输出特性方面，当驱动频率

为 600 Hz 时，不同约束条件下，仿真与实验的最

大方均根误差为 5.7 μm，验证了数学模型准确性。 
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